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摘　要：作为一种有效的非线性降维方法，流形学习在众多领域吸引了广泛的关注并取得了长足的发展。但当
样本点较为稀疏时，样本点的局部邻域很难满足流形学习局部同胚的前提条件，此时流形学习算法往往效果变

差甚至失效。一种有效的解决方法是增加一些新的插值点。但已有的插值方法选取的插值点与原样本点均存在

线性关系。从线性代数的理论来说，由插值点和原有邻域点张成的线性子空间与原有邻域点张成的子空间是一

样的，因此，不会改善线性逼近的误差。而且，插值点没有反应出流形的本质结构和特征，从理论上背离了数

据降维的目的。为此，提出了一种基于Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ非线性插值技术的流形学习算法 ＢｂＭＬＡ。由于是从高维曲面
逼近的角度非线性的选择插值点，插值出的样本点不会被原有邻域点线性表示，从而能更好的重构原样本点。

将ＢｂＭＬＡ应用到多个数据集后，图示说明了插值点能够有效的改善邻域内的样本点结构，同时插值后的流形学
习算法具有较好的有效性和稳定性。
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　　流形学习是一种有效的非线性降维方法。近年
来，流形学习方法在数据挖掘、机器学习、图像处

理和计算机视觉等多个研究领域吸引了广泛的关

注。典型的流形学习方法有 ＩｓｏｍｅｔｒｉｃＦｅａｔｕｒｅＭａｐ
ｐｉｎｇ （ＩＳＯＭａｐ）［１］、 Ｌｏｃａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ
（ＬＬＥ）［２］、ＨｅｓｓｉａｎＥｉｇｅｎｍａｐｓ（ＨＬＬＥ）［３］、Ｌｏｃａｌ
ＴａｎｇｅｎｔＳｐａｃｅ Ａｌｉｇｎｍｅｎｔ（ＬＴＳＡ）［４］、Ｌａｐｌａｃｉａｎ
Ｅｉｇｅｎｍａｐｓ（ＬＥ）［５］等。这些算法具有一个共同的

特征：找出每个数据点周围的局部性质，并将这些

局部性质信息映射到一个低维空间中。显然，局部

几何结构信息的保持和恢复程度决定了流形学习算

法的优劣。在获取流形的局部信息时，流形学习算

法假定流形在一个很小的范围内，局部同胚于一个

欧式空间的一个连通开集，这就决定了流形学习算

法在选择邻域时，要尽可能保证邻域内的点满足局

部同胚条件。而当样本点较为稀疏时，邻域内的样

本点很难保持局部同胚条件，从而导致上述流形学

习算法在处理稀疏数据集时会造成较大的误差，甚

至失效。

针对流形学习算法无法有效处理样本点稀疏的

问题，目前主要有三种解决方法。一类是根据样本

点的稀疏程度，自适应的改变邻域大小，从而尽可

能的使邻域内的样本点满足同胚条件［６－８］。在样本

点比较稀疏时，此种方法会使得邻域相对较小，这

很容易造成在将局部坐标信息排列成全局坐标时由

于交叠不够而使算法效果难以令人满意的现象。第

二种方法是改变邻域内的局部信息选取方式，例

如，Ｗｕ等［９］求取邻域时，首先对样本点集做预处

理，去除样本集中的 “短路”边，然后利用最短

路径算法迭代出样本点间的测地线距离来选取邻

域；Ｓｏｎｇ等［１０］通过最小化邻域内样本点间的梯度

值来实现高维数据的局部线性逼近。此类方法计算

复杂，受流形本身形状影响较大从而稳定性较差。

另一类比较有效的做法是添加一些虚拟样本点，使

得样本点相对稠密，从而改善降维效果。例如，

Ｚｈａｎ等［１１］利用样本点到邻域内其他两个点组成连

线的垂足来添加样本点，提出了基于邻域线的ＬＬＥ
算法。但该方法并没有考虑流形本身的性质和曲率

等因素对降维的影响，添加的虚拟样本点与原样本

点之间为线性关系，因此，效果有限，只能针对特

定的流形。

为此，我们提出了一种新的基于Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样
条插值的流形学习算法 ＢｂＭＬＡ，通过非线性的获
取插值点来有效改善邻域内样本点的稠密程度，同

时插值点又能忠实的保持流形本身的结构和性质。

在本文提到的算法中，我们利用Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插
值算法［１２］，首先在样本点的各邻域内做曲面插值，

而后根据流形本身的特点和性质，从插值曲面中非

线性的选取插值点；然后利用这些插值点与原样本

点一起组成新的样本点集，并求取其低维坐标；最

后，将原样本点的坐标抽离和表示出来，最终得到

原样本点集的低维坐标值。通过对插值点的图示，

我们说明了算法得到的插值点与流形的本质结构较

为匹配，而且插值点考虑了流形的密度和曲率等因

素。在将本文提到的插值算法应用到经典的流形学

习算法如ＬＴＳＡ、ＬＬＥ后，实验结果证实了我们的
算法的有效性和稳定性。

１　流形学习中的样本点稀疏问题
流形学习的方法可以分为两类：一类是全局方

法 （如 Ｉｓｏｍａｐ），另一类是局部方法 （如 ＬＬＥ、
ＬＥ、ＨＬＬＥ、ＬＴＳＡ等）。由于局部方法只需要考虑
流形临近点之间的关系，无须要求流形所对应的低

维空间为凸，且计算复杂度较低，因此局部方法有

着更广泛的适用对象［１３］。

局部保持的流形学习方法正是通过保持邻域内

的局部近邻结构来构造全局低维表示，所以，邻域

结构的表示和保持程度将直接影响最终的嵌入效

果。在刻画流形的局部几何特性时，需要尽可能的

保证局部邻域能够同胚于欧氏空间的一个连通开

集。显然，邻域越小，邻域的低维结构越明显，近

邻结构越容易忠实保持。另一方面，邻域之间需要

有足够的交叠以保证全局排列时有足够的联系，这

又使得邻域不能过小。这种矛盾一直伴随着流形学

习算法，当样本点比较稀疏时，邻域内的局部同胚

条件更加难以保持，这就造成了目前绝大多数流形

学习算法在样本点较为稀疏时的失效。

图１标示了样本点稀疏程度不同时某一点的邻
域结构，稀疏程度不同时，邻域内的线性程度也不

同。其中，采样点数据来自于 ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ，星点为
从ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ随机选择的某一个样本点，实心点为
采样点为８００个点时的邻域点，空心圆点为采样点
为１００时的邻域点 （邻域值为 ８，邻域包括自身
点）。显然，当采样点比较密集时，我们可以认为

其局部同胚于一个欧式空间，此时，样本点在由邻

域点线性表出时的误差较小。而当采样点较为稀疏

时，局部同胚条件较难保持，此时刻画和表示的邻

域内的结构信息，便带有较大的误差，从而导致算

法效果变差乃至失效。
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图１　样本点稀疏程度不同时的邻域点集
Ｆｉｇ１　Ｓｅｌｅｃｔｅｄｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｅｎｓｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓａｍｐｌｅｐｏｉｎｔｓ

对于流形学习算法不能有效处理稀疏样本点集

的问题，目前常用的解决方法，是通过插值增加一

些新的样本点以使样本点密集。具体来说，是利用

样本点有限的邻域点插值出新的邻域点，然后再由

这些原有的邻域点和插值出的新的邻域点张成一个

线性子空间去逼近原样本点。例如，ＮＬ３Ｅ方法利
用样本点到邻域内其他两个点组成连线的垂足来添

加样本点。

这类插值方法一定程度上改善了样本点稀疏时

的算法效果。但是这些方法都采用线性插值的方法

去产生新的样本点，也就是说，新的邻域点都是原

有邻域点的线性组合，从线性代数的理论来说，由

插值点和原有邻域点张成的线性子空间与原有邻域

点张成的子空间是一样的，因此，也不会改善线性

逼近的误差。而且，插值点并没有反应出流形的本

质结构和特征，从理论上背离了数据降维的目的。

为此，我们利用Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值法非线性的获
取插值点。此时，插值出的样本点不会被原有邻域

点线性表示，也就是说，新插值出的样本点不会落

在原邻域点张成的线性子空间里，因此，由插值点

和原有邻域点张成的线性子空间是原有邻域点张成

子空间的真扩展。如图２所示，线性插值方法是从

原邻域点张成的子空间内选取合适的样本点作为插

值点，而非线性插值方法是从高维空间逼近的角度

选取插值点，由这个子空间去逼近样本点会更有效

的减少逼近误差。另外，由于是从邻域内曲面重建

中非线性的获取插值点，插值出的点能够更好的反

映流形的曲面性质而不是平面性质，从而更好的保

持和揭示了流形的本质特征。

图２　线性插值与非线性插值方法选取插值点的不同
Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｃｈｏｓｅｎｂｙ

ｌｉｎｅａｒａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

２　基于Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值的
流形学习算法

算法主要用于解决样本点稀疏问题，对于稀疏

样本点，根据其本质结构特点，利用Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样
条插值方法在样本点的邻域内构造插值曲面，并从

插值曲面中选取一定数目的样本点作为插值点。而

后，利用这些插值点与原样本点一起作为新的样本

点集。待利用各种经典的流形学习算法求得样本点

的全局低维坐标后，取出原样本点集的低维坐标。

２１　Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值
解决样本点稀疏问题的有效方法之一，是根据

流形特点，添加新的插值点。为了合理的构造插值

点，我们首先需要用一个光滑的曲面来逼近这些无

规则的散乱抽样数据点，即曲面拟合问题；然后从

拟合的曲面上选取合适的点作为新样本点。流形上

散乱数据的曲面拟合，其难点在于，如何得到邻近

点间正确的拓扑连接关系，而正确的拓扑连接关系

将有效的揭示散乱数据集所蕴涵的本质形状和拓扑

结构。

在众多的曲面拟合算法中，Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插
值方法［１２］是一种效果较好的曲面构造方法。与其

他曲面拟合算法如双三次样条插值和 Ｂ样条插值
算法相比，Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值方法拟合的曲面较
为光滑，局部性能较好，能够根据散乱数据点发现

和保持曲面的本质结构和特征，而且算法计算量较

小，效率较高［１４］。
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Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条可以对散乱分布的数据进行曲
面插值。插值产生的曲面是以各数据点为中心的

Ｇｒｅｅｎ函数的线性组合［１２］。Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ方程在不同
维空间中的解就是不同维的Ｇｒｅｅｎ函数。对于Ｄ维
空间中散乱分布的 Ｋ个控制点 ｘｋ，ｋ＝１，２，…，Ｋ，
Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条 Ｄ维插值问题转化为对公式 （１）
的求解

４Ｗ（Ｘ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
αｋδ（Ｘ－ｘｋ） （１）

其中，４为 Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ算子，δ为单位冲击函数，
Ｗ( )Ｘ 为Ｘ位置处的值。

图３为在ＴｗｉｎＰｅａｋｓ样本集上做Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样
条插值方法后从插值曲面上选取部分插值点的图示。

图３　Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值方法选取的插值点
Ｆｉｇ３　ＥｆｆｅｃｔｂｙＢｉｈａｒｍｏｎｉｃｓｐｌｉｎｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

其中，图３（ｂ）中空心圆点为原样本点 （原

样本点数目为２００），实心点为从插值曲面上选取
的部分插值点。由图３可以看出，Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条
插值法得到的曲面，与原流形曲面较为匹配，比较

忠实的体现了原流形的特征和结构，并且，插值函

数本身动态的考虑了流形的曲率和密度变化等因素。

２２　插值点的选取
插值点的选取是指从插值曲面上，取合适的点

作为新的样本点，并放入样本集中。为了提高插值

精度，我们要产生尽可能多的点来逼近原流形曲

面。但是，过多的插值点参与到流形学习算法会很

严重的影响算法的效率。而且，按照文献 ［１１］
的理论，为每一个样本点插入不少于其维数的插值

点即可。从直观上考虑，样本点稀疏处，应选择较

多的插值点，曲率较大处，应选择较多的插值点。

通常，插值点的选取有两种方法，一种为从插值曲

面上均匀采样，另一种是根据流形及样本集本身的

特点 （如样本稠密度和曲率的不同）来抽取样本

点。由于Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值法在插值时，已经考
虑了流形局部的密度和曲率等因素，因此，我们只

需要选取合适数目的样本点作为插值点。

选出的插值点，有两种利用方式。一种是让插

值点和原样本点集组合起来，一起参与流形学习算

法；另一种是只利用局部范围内的插值点，来修正

每个样本点的局部坐标，但这种方法，不能有效的

处理邻域间交叠不够的问题。本文中，我们选取第

一种方法。

２３　ＢｂＭＬＡ算法框架
为了解决流形学习算法不能有效处理稀疏样本

点的问题，针对线性插值方法的不足，我们提出了

基于 Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值的流形学习算法，即
ＢｂＭＬＡ算法。算法首先选取生成插值点的邻域，
然后利用Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值方法在样本点的邻域
内构造插值曲面，并从中选取一定数目的样本点作

为插值点。选取插值点后，将插值点并入原样本点

集中并利用经典的流形学习算法获取新的样本点集

的低维坐标；而后，将原样本点集分离出来从而得

到最终的原样本点集得低维坐标。算法过程如表１
所示：

算法中，Ｘ为原始样本点集，Ｖ为新插入点的样
本集，Ｌ为Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值时的邻域选取参数，
为了保证邻域内的点满足同胚条件，可根据样本点

密度或曲率变化动态调整 Ｌ。λ为从重建曲面中采
样时选取的新样本点个数，可为每一个样本点选取

不同个数的插值点。ＭＬＡ为调用流形学习算法得到
低维坐标，可选择多种流形学习算法如 ＬＬＥ、ＩＳＯ
ＭＡＰ、ＬＥ、ＨＬＬＥ、ＬＴＳＡ等。

表１　ＢｂＭＬＡ算法过程
Ｔａｂｌｅ１　ＰｓｅｕｄｏｃｏｄｅｏｆＢｂＭＬＡ

Ｔ＝ＢｂＭＬＡ（Ｘ，Ｋ，Ｌ，ｄ）

输入：

Ｘ：原始样本点集 ｘ１，ｘ２，…，ｘ{ }
Ｎ ∈Ｒ

Ｄ

Ｌ：插值时的邻域选取参数
Ｋ：流形学习算法中的邻域选取参数
ｄ：低维值
输出：

Ｔ：原样本点集的低维坐标
过程：

１Ｖ＝
２ＦＯＲｉ＝１，２，…，ＮＤＯ
３确定ｘｉ的最近Ｌ个邻域点
４根据ｘｉ和Ｌ个邻域点做Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值
５选取插值点，新采样的点集合记为Ｖｉ
６Ｖ＝Ｖ∪Ｖｉ
７ＥＮＤＦＯＲ
８Ｖ＝ｕｎｉｑｕｅ（Ｖ）％去除Ｖ中相同的点
９Ｘ′＝Ｘ∪Ｖ
１０获取插值点个数，记为λ
１１Ｔ′＝ＭＬＡ Ｘ′，ｄ， λ

Ｎ ＋( )１( )×Ｋ

１２Ｔ＝ｇｅｔＸＣｏｒ（Ｔ′，Ｘ）
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３　实验及分析
为了更好的比较和分析插值前后算法的效果差

异，我们设计了以下实验。实验中，ＣＰＵ频率为
１８６ＧＨｚ，内存容量为 ２ＧＢ，运行环境为 Ｍａｔｌａｂ
７０。
３１　插值点效果对比

我们首先对线性插值和非线性插值方法得到的

插值点的效果进行了对比。

图４标示了样本点数为２００，邻域值取８时的
插值点效果对比图，其中（ａ），（ａ′），（ａ″），（ａ）为
原始样本点集图，（ｂ），（ｂ′），（ｂ″），（ｂ）为线性插
值 （ＮＬ３Ｅ为例）后的样本点集图，（ｃ），（ｃ′），
（ｃ″），（ｃ）为Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ插值算法得到的样本点集
图。（ｂ），（ｂ′），（ｂ″），（ｂ）、（ｃ），（ｃ′），（ｃ″），（ｃ）
图中红色圈点为原始样本点，蓝色实点为选取的插

值点 （并非改变原采样点的颜色向量，在此只是

为了区分原采样点和新插值点）。由图 ４可以看
出，通过非线性插值方法插值后的样本点集，较好

的保持了流形的本质特征。与线性插值方法相比，

得到的插值点更加忠实于流形本身。

图４　插值点效果对比 （Ｎ＝２００，Ｌ＝８）
Ｆｉｇ４　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｂｙｌｉｎｅａｒａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｅｔｈｏｄｓ

（Ｎ＝２００，Ｌ＝８）

３２　插值前后流形学习算法效果对比
插值算法可以应用到数据集。我们首先 Ｍａｎｉ

程序中的数据集 （ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ、ＰｕｎｃｔｕｒｅｄＳｐｈｅｒｅ和
ＴｗｉｎＰｅａｋｓ），Ｍａｎｉ数据集是一种在流形学习中广
泛使用的数据集，可以方便的从 ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ
ｍａｔｈｕｃｌａｅｄｕ／～ｗｉｔｔｍａｎ／ｍａｎｉ／ｉｎｄｅｘｈｔｍｌ处免费
下载。

图５标示了在原样本点数目为４００，邻域取８
时，原ＬＴＳＡ算法的效果图以及相应的在插入插值
点后的算法效果图。其中（ａ），（ａ′），（ａ″）为原始流
形采样图；（ｂ），（ｂ′），（ｂ″）为插值后的采样图，其
中红色圈点为原始样本点，蓝色实点为选取的插值

点；（ｃ），（ｃ′），（ｃ″）为原 ＬＴＳＡ算法效果图；（ｄ），
（ｄ′），（ｄ″）为插值后的 ＬＴＳＡ算法效果图。由图５
可以看出，插值后的算法效果跟原始算法效果相比

基本相同，这主要是因为原始采样点比较密集，邻

域内基本满足局部同胚关系，故虽然插入的样本点

基本保持了流形本身的形状且使得样本点集更为稠

密，但对整体效果的影响有限。

图６标示了在原样本点数目为２００，邻域取８
时，原ＬＴＳＡ算法的效果图以及相应的在插入插值
点后的算法效果图。由图 ６可以看出，原始的
ＬＴＳＡ算法得到的降维图，效果已显著下降，这主
要是因为原始采样点比较稀疏，邻域值取８时，邻
域内的样本点已难以满足局部同胚关系，故得到的

降维效果欠佳。插值后，新插入的样本点较好的保

持了原流形的本质结构，邻域内的样本点重新较好

的满足了局部同胚关系，故插值后的算法取得了较

好的效果。

图７标示了在原样本点数目为１００，邻域取８
时，原ＬＴＳＡ算法的效果图以及相应的在插入插值
点后的算法效果图。由图７可以看出，原始的算法
已基本失效，而插值后的算法仍保持了较好的效

果。这主要是由于插值前的样本非常稀疏，局部很

难保持同胚条件，而插值后的新的样本点集有效的

克服了这一现象。

当样本点较为稀疏时，为了保持局部同胚关

系，我们可适当的降低邻域值。但太小的邻域值会

使得邻域间缺乏足够的交叠，从而使得全局排列受

到较大影响，甚至导致算法失效。图８标示了在原
样本点数目为１００，邻域取４时，原 ＬＴＳＡ算法的
效果图以及相应的在插入插值点后的算法效果图。

由图８可以看出，原ＬＴＳＡ算法由于邻域间缺乏足
够的交叠，导致算法失效，而插值后的算法，由于

添加了样本点，使得邻域间的同胚关系得到较好保

持的同时，也增强了邻域间的交叠关系，从而使得

算法效果有了较为明显的改善。
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图５　Ｍａｎｉ数据集插值前后ＬＴＳＡ算法效果对比图 （Ｎ＝４００，Ｋ＝８）
Ｆｉｇ５　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＴＳＡｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｎ＝４００，Ｋ＝８）

图６　Ｍａｎｉ数据集插值前后ＬＴＳＡ算法效果对比图 （Ｎ＝２００，Ｋ＝８）
Ｆｉｇ６　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＴＳＡｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｎ＝２００，Ｋ＝８）
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图７　Ｍａｎｉ数据集插值前后ＬＴＳＡ算法效果对比图 （Ｎ＝１００，Ｋ＝８）
Ｆｉｇ７　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＴＳＡｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｎ＝１００，Ｋ＝８）

图８　Ｍａｎｉ数据集插值前后ＬＴＳＡ算法效果对比图 （Ｎ＝１００，Ｋ＝４）
Ｆｉｇ８　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＴＳＡｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｎ＝１００，Ｋ＝４）
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图９标示了插值前后在 ＳＣｕｒｖｅ数据集上 ＬＴＳＡ
算法效果对比图。与在 Ｍａｎｉ数据集上基本类似，
当样本点较为稀疏时，插值算法取得了较好的效

果。多个数据集上的效果，说明了我们的算法的健

壮性和鲁棒性。

我们的插值算法也适用于其他经典流形学习算

法如ＬＬＥ、ＨＬＬＥ、ＤｉｆｆｕｓｉｏｎＭａｐｓ等。图１０标示了

插值前后 ＬＬＥ算法效果对比图。由图 １０可以看
出，我们的插值算法在 ＬＬＥ等其他流形学习算法
中也取得了较好的效果。

同时，我们也做了其他一些高维数据集的实

验，如ＦｒｅｙＦａｃｅｓ和 ＨａｎｄｗｒｉｔｔｅｎＤｉｇｉｔｓ等。算法同
样能取得较好的效果。

图９　ＳＣｕｒｖｅ数据集插值前后ＬＴＳＡ算法效果对比图
Ｆｉｇ９　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＴＳＡｔｏＳＣｕｒｖｅｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图１０　插值前后ＬＬＥ算法效果对比图 （Ｎ＝２００，Ｋ＝８）
Ｆｉｇ１０　ＰｒｏｃｅｓｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙＬＬＥｗｉｔｈｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｎ＝２００，Ｋ＝８）

３３　参数调整及时间复杂度分析
将ＢｂＭＬＡ算法应用到实际问题时，可以根据

不同流形的特点，调整参数来获得更好的算法效

果。在ＢｂＭＬＡ算法中，主要有如下几个参数：
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Ｌ，插值时的邻域选取参数。与流形学习算法
用到的邻域选取参数Ｋ不同，Ｌ用于设定Ｂｉｈａｒｍｏｎ
ｉｃ样条插值时的邻域选取参数。对于稀疏样本点
集，Ｋ邻域方法取得的邻域点集很难满足局部同胚
的条件，因此，通常有Ｌ＜Ｋ。另外，如同Ｋ可以
为一个向量，即每个样本点可以有不同的邻域大小

一样，我们也可以为每一个样本点构造局部插值曲

面时选择不同的邻域，此时Ｌ为一向量。本文实验

中，Ｌ和Ｋ均设定为一常数值，其中：Ｌ＝?３４Ｋ」。

λ，插值点个数。从每个插值曲面选取的插值
点数目可以不同，插值点数目越多，插值点便越能

忠贞的体现流形本身的结构，但过多的插值点会大

大增加算法运行的时间。而且，按照文献 ［１１］
的理论，为每一个样本点插入不少于其维数的插值

点即可。

珘Ｋ，插值后流形学习算法的邻域选取参数，从
直观上考虑，选取的插值点越多，满足局部同胚条

件的邻域便越大，从而，可选择更大的邻域参数。

本文算法中 珘Ｋ取做：珘Ｋ＝λ＋ＮＮ Ｋ，即邻域大小随

着插值点个数的多少动态调整。其他一些自适应邻

域的选取方式同样适用于本算法中邻域的选取。

我们提出的算法中，由于需要对每个样本点做

曲面插值和插值点的选择，并最终扩展了样本点集

来参与流形学习算法，这导致算法的运行时间较

长。表２中，我们比较了几种流形学习算法插值前
后的运行时间 （ｓ），其中数据集取自 ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ流
形，采样点为 ２００，邻域为 ８。由表 ２可以看出，
插值算法和增加的插值点大大增加了算法的运行时

间。可行的解决办法，一是选择合适的标志点而不

是所有数据点的邻域来做曲面插值，二是选择插值

点时在保持较好降维效果的同时尽可能选择较少的

点；三是插值后的流形学习算法设定合适的邻域

值，适当的减小邻域会降低算法的运行时间。

表２　不同插值点时几种流形学习算法运行时间对比
Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓ

算法 插值前 λ＝５００ λ＝１０００λ＝１５００ λ＝２０００

ＩＳＯＭａｐ０４０５４ ４５５２６ ３３７１７２１４９５３３３３２９６６７４
ＬＬＥ ００８８３ ０９５３４ ２６７２２ １１２５９３ ２２２５３２
ＬＴＳＡ ００８４８ ０４７８８ ０９８１２ ２４６４６ ５３１０７
ＨＬＬＥ ０２６５０ １８２５９ １１８４１７４８８４６１１４０１１５５

４　结　论
近年来，流形学习方法在数据挖掘、机器学

习、图像处理和计算机视觉等多个研究领域吸引了

广泛的关注并取得了长足的发展。但当样本点较为

稀疏时，这些流形学习算法往往效果变差甚至失

效。解决此问题的有效方法，是根据流形特点增加

一些插值点。但已有的算法均采用线性插值的方法

获取插值点。从线性代数的理论来说，由插值点和

原有邻域点张成的线性子空间与原有邻域点张成的

子空间是一样的，新的插值点不会改善线性逼近的

误差。而且，插值点并没有反应出流形的本质结构

和特征，从理论上背离了数据降维的目的。本文利

用Ｂｉｈａｒｍｏｎｉｃ样条插值法非线性的获取插值点，新
的插值点能有效的改善稀疏样本集的局部结构，并

且插值点能较好的体现流形本身的结构和性质。在

将本文提到的插值算法应用到经典的流形学习算法

如ＬＴＳＡ、ＬＬＥ后，实验结果证实了我们的算法的
有效性和稳定性。

值得注意的是，我们提出的算法中，由于需要

对每个样本点做曲面插值和插值点的选择，并最终

扩展了样本点集来参与流形学习算法，这导致算法

的运行时间较长，尤其是对于较高维数的样本集，

算法的运行时间更加难以接受。由此，如何有效的

提高算法的执行效率将是本文未来的研究内容。
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